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前言

本文源自于 Bernhard Kliem 要求的一个他所有学生都要完成的作业，完成于 2018 年
春。其中用到的张量知识见 [基矢量与张量]。

1 磁流体动力学方程组

定义随体导数
D
Dt

≡ ∂

∂t
+ u · ∇, MHD 方程组的随体形式为

D ρ

Dt
= −ρ∇ · u (1)

ρ
Du

Dt
= −∇p+ J ×B +∇ · (ρ ν (∇u+ (∇u)T − 2

3
I∇ · u)) (2)

∂B

∂t
= ∇× (u×B)−∇× (η J) (3)

ρ
D e

Dt
= −p∇ · u+ η J2 + 2 ρ ν (

∇u+ (∇u)T

2
) : (

∇u+ (∇u)T

2
)− 2

3
ρ ν (∇ · u)2 (4)

并注意到

∇ ·B = 0, (5)

J ≡ 1

µ0
∇×B, (6)

p = (γ − 1) ρ e. (7)
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2 守恒形式

对于一个守恒量 ξ, 在某一确定空间内总量的变化为边界的通量，即

∂

∂t

∫
V
ξdV = −

∫
∂V

f(ξ) · dS, (8)

对应的微分形式就是

∂ ξ

∂t
+∇ · f(ξ) = 0 . (9)

所以称式(9)为守恒形式。

2.1 连续性方程

式(1) 可以写成

∂ ρ

∂t
+ u · ∇ρ+ ρ∇ · u = 0,

即

∂ ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0. (10)

2.2 动量方程

结合式(1)，式(2)的等号左边项

ρ
Du

Dt
=

D ρu

Dt
− u

D ρ

Dt

=
∂ ρu

∂t
+ u · ∇(ρu) + ρu∇ · u

=
∂ ρu

∂t
+∇ · (ρuu). (11)

式(2)的等号右边第一项

∇p = ∇ · (p I). (12)

结合式(5)，式(2)的等号右边第二项

J ×B =
1

µ0
(∇×B)×B

=
1

µ0
(B · ∇B − (∇B) ·B)

=
1

µ0
(B · ∇B + (∇ ·B)B −∇B2

2
)

=
1

µ0
(∇ · (BB − B2

2
I)). (13)
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结合式(2)(11)(12)(13)，且记粘性项

T := ρ ν (∇u+ (∇u)T − 2

3
I ∇ · u), (14)

得到

∂ ρu

∂t
+∇ · (ρuu+ p I − 1

µ0
(BB − B2

2
I)− T ) = 0 (15)

2.3 磁感应方程

式(3)的等号右边第一项

∇× (u×B) = B · ∇u+ (∇ ·B)u− (∇ · u)B − u · ∇B

= ∇ · (Bu− uB). (16)

式(3)的等号右边第二项

∇× (η J) = ∇ · (−η ε · J). (17)

结合式(3)(16)(17)就有

∂B

∂t
+∇ · (uB −Bu− η ε · J) = 0. (18)

2.4 能量方程

结合式(1)(7), 式(4)的等号左边项

ρ
D e

Dt
=

D (ρ e)

Dt
− e

D ρ

Dt

=
1

γ − 1
(
∂ p

∂t
+ u · ∇p+ p∇ · u)

=
1

γ − 1
(
∂ p

∂t
+∇ · (u p)). (19)

式(4)的等号右边第一项

p∇ · u = ∇ · (u p)− u · ∇p. (20)

式(4)的等号右边第二项由式(15)可得

−u · ∇p = u · [∂ ρu

∂t
+∇ · (ρuu)]− u · [ 1

µ0
(BB − B2

2
I)]−

u · {∇ · [ρ ν (∇u+ (∇u)T − 2

3
I ∇ · u)]}. (21)
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结合式(10), 式(21)的等号右边第一项的第一部分

u · ∂ ρu

∂t
= u · (ρ∂ u

∂t
+ u

∂ ρ

∂t
)

=
ρ

2

∂ u2

∂t
+

u2

2

∂ ρ

∂t
+

u2

2

∂ ρ

∂t

=
1

2
[
∂ ρ u2

∂t
− u2∇ · (ρu)] (22)

式(21)的等号右边第一项的第二部分

u · [∇ · (ρuu)] = u · [∇ · (ρu)u+ ρu · ∇u]

= ∇ · (ρu)u2 + ρu · [(∇u) · u]

= ∇ · (ρu)u2 + ρu · ∇u2

2
(23)

那么式(21)的等号右边第一项就是

u · [∂ ρu

∂t
+∇ · (ρuu)] =

1

2
(
∂ ρ u2

∂t
+∇ · (ρu)u2 + ρu · ∇u2)

=
1

2
[
∂ ρ u2

∂t
+∇ · (ρuu2)] (24)

结合式(17)(18)

∇ · [(uB −Bu) ·B] = ∇ · (uB −Bu) ·B + u · (∇B) ·B −B · (∇B) · u

= −[
∂B

∂t
+∇× (η J)] ·B + u · ∇B2

2
−∇ · (BB) · u

= −[
∂ (B2/2)

∂t
+∇ · (η J ×B) + η (∇×B) · J ]− u · [∇ · (BB − B2

2
I)]

= −[
∂ (B2/2)

∂t
+∇ · (η J ×B) + µ0 η J

2] + u · [∇ · (BB − B2

2
I)]

可得式(21)的等号右边第二项

− 1

µ0
u · [∇ · (BB − B2

2
I)] =

1

µ0
∇ · [(uB −Bu) ·B] +

∂ (B2/(2µ0))

∂t
+∇ · ( η

µ0
J ×B) + η J2

(25)

式(21)的等号右边第三项

− u · {∇ · [ρ ν (∇u+ (∇u)T − 2

3
I ∇ · u)]}

=−∇ · [u · ρ ν (∇u+ (∇u)T − 2

3
I ∇ · u)] +∇u · ·[ρ ν (∇u+ (∇u)T − 2

3
I ∇ · u)]

=−∇ · [ρ ν (u · ∇u+∇u2

2
− 2

3
u ∇ · u)] + ρ ν[∇u · ·∇u+∇u : ∇u− 2

3
(∇ · u)2] (26)
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式(4)的等号右边第三项

2 ρ ν (
∇u+ (∇u)T

2
) : (

∇u+ (∇u)T

2
)

=
1

2
ρ ν (∇u : ∇u+ 2∇u : (∇u)T + (∇u)T : (∇u)T )

=
1

2
ρ ν (∇u : ∇u+ 2∇u · ·∇u+∇u : ∇u)

=ρ ν (∇u : ∇u+∇u · ·∇u) (27)

结合式 (4)(19)(20)(21)(24)(25)(26)(27), 且记总能量密度

E :=
p

γ − 1
+

ρ u2

2
+

B2

2µ0
, (28)

最终得到

∂ E

∂t
+∇ · [u (E + p− B2

2µ0
)− u · T +

1

µ0
(uB −Bu− η ε · J) ·B] = 0 (29)

3 无量纲化

对于基本量，取特征长度为 L, 特征磁场强度为 B0, 特征电阻率为 η0, 就有无量纲的

∇′ = L∇, (30)

ρ′ = ρ/ρ0, (31)

B′ = B/B0, (32)

η′ = η/η0, (33)

特征压强就是
B2

0

2µ0
, 就有无量纲的

p′ = p/(
B2

0

2µ0
), (34)

并定义特征 Alfvén 速度, Reynolds 数, 磁 Reynolds 数

VA :=
B0√
µ0 ρ0

, (35)

Re :=
ρ0 VA L

µ
=

VA L

ν
, (36)

Rm := µ0 VA L/η0, (37)

特征时间就是
L

VA
，可以导出无量纲的

u′ = u/VA, (38)
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t′ = t/(
L

VA
). (39)

还可以定义无量纲的

J ′ := ∇′ ×B′, (40)

E′ :=
p′

γ − 1
+ ρ′u′2 +B′2, (41)

T ′ := ρ′(∇′u′ + (∇′u′)T − 2

3
I ∇′ · u′). (42)

那么，式(10) 变成

∂ ρ′

∂t′
+∇′ · (ρ′u′) = 0. (43)

式(15) 变成

∂ ρ′u′

∂t′
+∇′ · [ρ′u′u′ +

1

2
p′I − (B′B′ − B′2

2
I)−R−1

e T ′] = 0. (44)

式 (18) 变成

∂B′

∂t′
+∇′ · (u′B′ −B′u′ −R−1

m η′ ε · J ′) = 0. (45)

式(29) 变成

∂ E′

∂t′
+∇′ · [u′ (E′ + p′ −B′2) + 2 (u′B′ −B′u′ −R−1

m η′ε · J ′) ·B′ − 2R−1
e u′ · T ′] = 0.

(46)
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