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前言

2015 年 12 月 AGU，Viacheslav S. Titov 告诉我欧拉势带入磁冻结方程是随体不变的，
就自己证了一下。

1 欧拉势简介

与 [速度势、流函数细谈] 的 3.5 节几乎相同，由于磁场无源

∇ ·B = 0, (1)

磁场可以由欧拉势描述

B = ∇α×∇β. (2)

在过 A 点 α 的等值面

α(x, y, z) = α|A (3)

上，设 dr = (dx, dy, dz) 为此等值面上的一线元，对式(3)两边求全微分，有(
∂α

∂x
dx+

∂α

∂y
dy + ∂α

∂z
dz

)∣∣∣∣
A

= 0,

即

∇α|A · dr = 0, (4)

1



故 ∇α|A 为曲面 α = α|A 上过 A 点的一个法向矢量，同理 ∇β|A 为曲面 β = β|A 上
过 A 点的一个法向矢量。由式(2)，B|A 与 α = α|A, β = β|A 的法向矢量都垂直，即与
α = α|A, β = β|A 两曲面都相切。所以 α = α|A 为过 A 点的一个磁面（磁力线处处与之切，

或者说如果一根磁力线与这个面有交点，则这根磁力线所有点都在这个面上），对 β 亦是如

此。所以 α = α|A 与 β = β|A 的交线为过 A 点的一条磁力线。

磁通 ∫
S
B · dS =

∫
S
∇× (α∇β) · dS =

∮
∂S

α∇β · dl =
∮
∂S

α dβ, (5)

用 α = α1, α = α2, β = β1, β = β2 四个曲面 (α1 < α2, β1 < β2) 为边裁出一根磁流管

([α1, α2]× [β1, β2])，设 S0 为此磁流管的一个截面，dS 与 B 基本同向，则∫
S0

B · dS =

∫ α2

α1

α dβ
∣∣∣∣
β=β1

+

∫ β2

β1

α2 dβ +

∫ α1

α2

α dβ
∣∣∣∣
β=β2

+

∫ β1

β2

α1 dβ

= 0 + α2 (β2 − β1) + 0− α1 (β2 − β1)

= (α2 − α1)(β2 − β1). (6)

任意截面都可以由无数个类似 S0 的小矩边曲面拼接而成，这些矩边曲面的磁通都已由

式(6)确定，对这些磁通求和，式(5)等价于∫
S
B · dS =

∫
S

dα dβ. (7)

2 磁冻结，磁通守恒

对于磁感应方程

∂B

∂t
= ∇× (u×B − η

µ0
∇×B), (8)

将式(2)带入无电阻情形（η = 0）, 即

∂∇α×∇β

∂t
= ∇× [u× (∇α×∇β)]

∂∇α

∂t
×∇β − ∂∇β

∂t
×∇α = ∇× [(u · ∇β)∇α− (u · ∇α)∇β]

= ∇(u · ∇β)×∇α−∇(u · ∇α)×∇β,

整理得

∇ (
∂ α

∂t
+ u · ∇α)×∇β = ∇ (

∂ β

∂t
+ u · ∇β)×∇α. (9)
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此方程的一个特解是

Dα

Dt
≡ ∂ α

∂t
+ u · ∇α = 0, (10)

Dβ

Dt
≡ ∂ β

∂t
+ u · ∇β = 0, (11)

即 α, β 随流体元运动不变，故磁力线和流体元被冻结在一起，但流体元可以沿磁力线流动。

或者说这个解是对 α, β 的一个冻结规范。

随时间演化，无论截面 S 如何变形，α, β 的分布不变，由式(7)，磁通守恒。
有电阻时（η ̸= 0），磁场会发生耗散，磁冻结和磁通守恒将不再严格成立。
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